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Аннотация
Данная статья посвящена вопросам составления математической 
модели для определения срока эксплуатации силовых трансформаторов 
распределительных сетей 6-10 кВ с помощью метода фрактального 
анализа. Применение метода фрактального анализа при исследовании 
силовых трансформаторов позволяет дать количественную 
оценку эксплуатационных параметров активной части силового 
трансформатора в зависимости от срока эксплуатации. В ходе 
исследований разработана математическая модель, описывающая 
изменение индекса фрактальности на временных участках не зависимо 
от его изменения в течение жизненного цикла силового трансформатора, 
позволяющая производить диагностику состояния активной части 
силового трансформатора [16] на любом сроке эксплуатации путем 
применения статистического анализа. Исследования проводились на 
силовых трансформаторах марок ТМ ТМГ ТМЗ мощностью 400 кВА 
парка трансформаторов распределительных электрических сетей 
новых и с дефектами активной части.

Ключевые слова: фрактальный анализ, индекс фрактальности, 
математическая модель, силовой трансформатор, срок эксплуатации, 
амплитудно-частотная характеристика, полиномиальное 
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Abstract
This article is devoted to the issues of compiling a mathematical model for 
determining the service life of power transformers of 6-10 kV distribution 
networks using the fractal analysis method. The use of the fractal analysis 
method in the study of power transformers makes it possible to quantify 
the operational parameters of the active part of a power transformer 
depending on the service life. In the course of the research, a mathematical 
model was developed that describes the change in the fractality index in 
time sections, regardless of its change during the life cycle of a power 
transformer, which allows diagnosing the state of the active part of 
a power transformer at any period of operation by applying statistical 
analysis. The studies were carried out on power transformers of the TM 
TMG TMZ brands with a capacity of 400 kVA of a park of transformers for 
distribution electrical networks, new and with defects in the active part.
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Введение
Диагностика силового оборудования электрических сетей в современных услови-

ях требует создания новых методов и методик диагностирования и обработки по-
лученных результатов. Наиболее остро стоит вопрос о критичности выявленных 
неисправностей в целом, необходимости и рациональности дальнейших действий 
по локализации и устранению неисправных узлов или частей объекта диагности-
рования [17]. При проведении диагностирования силовых трансформаторов (СТ) с 
помощью электрических методов неразрушающего контроля особое внимание стоит 
уделить методам чувствительным к появлению остаточных деформаций обмоток си-
ловых трансформаторов, таких как метод низковольтных импульсов и метод анализа 
частотного отклика, которые рассматриваются в работах Хренникова А.Ю.[21], [22],  
Завидей В.И. [4], Александрова Н.М. [5], и др., а также исследованиям [3] факто-
ров, влияющих на срок эксплуатации трансформаторов и вызывающих их аварийные 
отключения. Данные методы, а также метод фрактального анализа легли в основу 
анализа и исследования зависимости степени износа активной части силового транс-
форматора при различных сроках и условиях эксплуатации от наличия дефектов 
активной части силового трансформатора. Метод фрактального анализа позволяет 
за счет чувствительности к структуре и форме графика амплитудно-частотной ха-
рактеристики (АЧХ) описывать специфические физические процессы, для которых 
другие методы неприменимы. Методы фрактального анализа показали свою эффек-
тивность в области энергетики при реализации процессов анализа и обработки дан-
ных моделей физических процессов в работах Балагула Ю.М. [1], Purkait, Prithwiraj  
& Chakravorti, Sivaji [23] и др. Целью работы является создание фрактальной матема-
тической модели срока эксплуатации силовых трансформаторов распределительных 
электрических сетей 6-10 кВ с учетом условий экстремально низких температур для 
достижения которой необходимо определить наличие и степень развития дефекта 
активной части силового трансформатора, включая основную изоляцию [6], [15], 
методом фрактального анализа АЧХ группы силовых трансформаторов. 

Материалы и методы
Для определения зависимости изменения АЧХ силового трансформатора от нали-

чия дефекта его активной части [2], а также срока и условий его эксплуатации, были 
проведены измерения с записью АЧХ группы силовых трансформаторов ТМГ 400/6 
(рис. 1), которые эксплуатировались в условиях умеренного и арктического клима-
та [7]. Анализ АЧХ новых силовых трансформаторов показал, что их графики АЧХ в 
той или иной степени подобны графикам, полученным в результате моделирования. 
Однако, в зависимости от мощности силового трансформатора – амплитуда и частота 
резонансных пиков существенно отличается от результатов моделирования. В той 
же мере на результаты повлияли условия и методы, повышающие эффективность 
эксплуатации силовых трансформаторов [8].

Для сравнительного анализа АЧХ воспользовались методом исследования самопо-
добия графиков и определения индекса фрактальности для каждого из них. Полу-
ченные индексы фрактальности графиков АЧХ исследуемых новых силовых транс-
форматоров изменяются нелинейно в зависимости от срока и условий эксплуатации 
силовых трансформаторов, оставаясь практически неизменными при средних значе-
ниях срока эксплуатации трансформаторов от 0 до 60 лет (таблица 1).

Таблица 1
Индексы фрактальности силовых трансформаторов с повреждениями 

МАРКА СРОК  
ЭКСПЛУАТАЦИИ, лет

ИНДЕКС  
ФРАКТАЛЬНОСТИ

ПРИМЕЧАНИЕ

ТМГ 400/6 0 0,35 -

ТМГ 400/6 5 0,352 Воздействие ВГ

ТМГ 400/6 10 0,37 Воздействие пониженных темпе-
ратур

ТМ 400/6 16 0,377 Воздействие пониженных темпе-
ратур

ТМГ 400/6 22 0,386 Воздействие ВГ

ТМЗ 400/6 28 0,391 Воздействие ВГ

ТМЗ 400/6 32 0,41 Воздействие ВГ

ТМГ 400/6 34 0,42 Воздействие ВГ

ТМ 400/6 37 0,492 Воздействие пониженных темпе-
ратур



47 Том 5 №4 / 2023 РОССИЙСКАЯ АРКТИКА   

Л.М. Инаходова, А.Л. Фролов
ФРАКТАЛЬНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СРОКА ЭКСПЛУАТАЦИИ СИЛОВЫХ ТРАНСФОРМАТОРОВ  

РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 6-10 КВ

МАРКА СРОК  
ЭКСПЛУАТАЦИИ, лет

ИНДЕКС  
ФРАКТАЛЬНОСТИ

ПРИМЕЧАНИЕ

ТМ 400/6 45 0,5 Воздействие ВГ

ТМГ 400/6 48 0,613 Воздействие ВГ

ТМ 400/6 60 0,618 Воздействие ВГ

Примечание. Воздействие пониженных температур при длительной эксплуатации СТ в равной 
степени снижает остаточный ресурс подобно воздействию высших гармоник (ВГ) [10], [24].

Рисунок 1. Сравнение АЧХ силовых трансформаторов мощностью 400 кВА

Из графика на рисунке 1 видно, что при возникновении повреждений в активной 
части силовых трансформаторов марок ТМ, ТМГ, ТМЗ мощностью 400 кВА, таких как: 
межвитковые замыкания, нарушение главной и продольной изоляции обмоток, сме-
щение обмоток, нарушение изоляции между отдельными листами шихтованной стали 
магнитопровода, - частоты резонансов, а также их амплитуды изменяются. При этом, 
наблюдается уменьшение количества пиков резонансов и увеличение амплитуды ре-
зонансов при наличии повреждений в среднем на 22,3%.

Для исследования двух графиков рассчитаны их индексы фрактальности с помо-
щью клеточного анализа (метода фрактального анализа). Для графика «Новый СТ» 
индекс фрактальности составил 0,32. Для графика «СТ с повреждениями» индекс 
фрактальности составил 0,58. Для определения конкретных видов повреждений СТ 
необходимы исследования зависимости индекса фрактальности от изменения пара-
метров схемы замещения силового трансформатора (емкости, индуктивности). 

Для решения поставленной задачи определения резонансов АЧХ нового силового 
трансформатора проведено исследование универсальной расчетной модели силово-
го трансформатора с усредненными параметрами схемы замещения силовых транс-
форматоров 6-10 кВ марок ТМ, ТМГ, ТМЗ с мощностью 400 кВА в ПО Multisim (рис 2) 
[18]. Под «усредненными параметрами» приняты средние арифметические значения 
электрических параметров схемы замещения группы исследуемых силовых транс-
форматоров.

Рисунок 2. АЧХ модели нового силового трансформатора в ПО Multisim

Как видно из рисунка 2, амплитудные пики расчетной модели силового трансфор-
матора в ПО Multisim соответствуют экспериментальным исследованиям (рисунок 1), 
проведенным на новых силовых трансформаторах марок ТМ-400, ТМГ-400, ТМЗ-400.
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                а)                                        б)                                          в)

Рисунок 3. АЧХ схемы замещения нового СТ

Для получения АЧХ схемы замещения СТ в ПО Multisim проведено моделирование 
данной схемы с получением графиков АЧХ и их исследования на предмет резонан-
сов. На рисунке 3 представлен график АЧХ с маркерами, установленными в точках 
наибольшей амплитуды: а) первый резонанс, б) и в) - второй и третий резонансы 
соответственно. Полученные значения в токах резонансов будут являться базовыми 
при проведении сравнительного анализа значений в точках резонансов для графи-
ков с измененными параметрами емкости и индуктивности. Параметры резонансов 
представлены в таблице 2.

Таблица 2 
Параметры резонансов АЧХ схемы замещения СТ

График АЧХ Частота, кГц Уровень, дБ

а) 29,5 29,2

б) 56,2 42,4

в) 87,1 36,3

                а)                                        б)                                         в)

Рисунок 4. АЧХ схемы замещения СТ с измененными емкостями

АЧХ схемы замещения СТ с измененными параметрами, соответствующими нали-
чию таких дефектов в активной части СТ как межобмоточные замыкания, нарушение 
главной изоляции СТ, вызывают изменение емкости в схеме замещения СТ, в свою 
очередь межвитковые, межслойные замыкания, а также нарушение изоляции шихто-
ванной стали магнитопровода, вызывают изменение индуктивности в схеме замеще-
ния СТ. На рисунке 4 представлен график АЧХ схемы замещения СТ с измененными 
емкостями, где: а) первый резонанс б) и в) второй и третий резонансы соответствен-
но. Параметры данных резонансов представлены в таблице 3.

Таблица 3 
Параметры резонансов АЧХ схемы замещения СТ с измененными емкостями

График АЧХ Частота, кГц Уровень, дБ

а) 29,5 31,6

б) 55,0 17,4

в) 87,1 27,7
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Из приведенных данных в таблице 3 видно, что увеличение значений проходных 
межобмоточных емкостей на величину не более 5% от исходных приводит к смеще-
нию второго резонанса вниз по частоте более чем на 1кГц, а изменение сигнала по 
уровню – более чем в 2 раза, что является показателем изменений в системе межоб-
моточной изоляции трансформатора [19].

                а)                                        б)                                         в)
Рис. 5. АЧХ схемы замещения СТ с измененными индуктивностями

Таблица 4
Параметры резонансов АЧХ схемы замещения СТ с измененными индуктивностями

График АЧХ Частота, кГц Уровень, дБ

а) 29,5 29,6

б) 56,2 29,7

в) 87,1 31,4

Из приведенных данных в таблице 4, в соответствии с рисунком 5, видно, что изме-
нение значения индуктивности одной из обмоток не влияет на частоты резонансов, 
однако, приводит к изменению всех трех величин резонансов по уровню, что явля-
ется показателем изменений механического состояния обмоток трансформатора. С 
целью выявления зависимости формы и структуры графика от наличия повреждений 
активной части исследуем полученные АЧХ силовых трансформаторов с помощью 
метода клеточного фрактального анализа (рисунок 6).

Рисунок 6. Построение минимального клеточного покрытия графика  
осциллограммы (выходной сигнал), где f(t) – амплитуда сигнала в мВ,  

t, с – время в секундах.

Для исследования фрактальной структуры, полученных в ходе проведения иссле-
дования осциллограмм новых СТ и с повреждениями, предлагается использовать вы-
числение их фрактальной размерности путем определения их клеточной размерно-
сти Dc. Dc – размер наименьшей клетки со стороной ε, на которые можно разбить 
плоскость графика, каждая из которых содержит хотя бы одну точку графика. Для 
этого необходимо разбить плоскость графика полученной осциллограммы на клетки 
размером ε и определить число клеток N(ε), в которых определена хотя бы одна точ-
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ка графика. Для определения числа клеток выбран конечный участок, определяе-
мый отрезком [a, b] на горизонтальной оси. График функции покрываем прямоуголь-
никами с основанием ε и высотой равной амплитуде колебаний Ai(ε), определяющей 
разности максимального и минимального значения функции на отрезке ε.

Таким образом, для вычисления величин индексов фрактальности использовано 
выражение:

                                                                                          (1)

Тогда полную площадь минимального покрытия Sµ(ε) можно записать в виде: Sµ(ε) 
= Vƒ (ε) ε. Поэтому из соотношения S(ε)~ε2-D следует, что Vƒ (ε)~ ε-µ при ε → 0, где 

. Назовем размерность Dµ размерностью минимального покрытия.
Так как Dµ = D и для одномерной функции топологическая размерность Dt = 1, то 

из формулы µ = Dµ − 1, следует µ = D - Dt, где µ - индекс фрактальности, Dµ – раз-
мерность минимального покрытия, Dt – топологическая размерность, Ai – амплитуда 
функции ƒ(t). 

Полученные индексы фрактальности графиков АЧХ группы силовых трансформа-
торов ТМ, ТМЗ, ТМГ мощностью 400 кВА – новых и имеющих повреждения: межвит-
ковые замыкания, нарушение главной и продольной изоляции обмоток, смещение 
обмоток, нарушение изоляции между отдельными листами шихтованной стали магни-
топровода со сроком эксплуатации от 0 до 60 лет приведены в таблице 1 [11], [20].

Таблица 6
Динамика прироста индекса фрактальности на интервалах  

жизненного цикла массива СТ
№ п/п Интервал, лет µ, в год

1 0-10 0,0004
2 10-32 0,0025
3 32-48 0,00864
4 48-60 0,00641

Скорость прироста индекса фрактальности непостоянна на участках и показыва-
ет резкое увеличение индекса после значения 0,4 на этапе появления дефектов  
в активной части СТ в 1,5~2 раза.

Рисунок 7. Изменение индекса фрактальности на временных участках 
срока эксплуатации СТ 

Темп прироста индекса фрактальности на участке 2 (10-32 лет) по отношению  
к предыдущему периоду эксплуатации на участке 1 (0-10 лет) составил 525 %, что 
означает увеличение индекса в 5,25 раз; в период эксплуатации на участке 3 (32 до 
48 лет) по отношению к предыдущему участку 2 (10-32 лет) прирост индекса фрак-
тальности составил 244 %, что означает увеличение индекса в 2,44 раза. В период 
эксплуатации на участке 4 (48-60 лет) по отношению к предыдущему периоду экс-
плуатации на участке 3 (32-48 лет) индекс фрактальности снизился на 25 %. Расчет 
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прироста проводился по формуле (B * 100 / A) - 100 = C, где B – искомый участок, 
A – предыдущий участок.

Из графика на рисунке 7 видно, что наибольший абсолютный прирост индекса 
фрактальности наблюдается на участке 3 (32-48 лет), что означает наибольшее  
изменение эксплуатационных параметров (таблица 4), способных повлиять на даль-
нейшую вероятность отказа СТ.

Строим график изменения индекса фрактальности µ(t) по данным экспериментальных 
исследований парка СТ (таблица 1).

Рисунок 8. Изменение индекса фрактальности в период эксплуатации СТ

Индекс фрактальности для графика силовых трансформаторов мощностью 400 кВА 
(рис. 8) при эксплуатации до 30 лет составил в среднем 0,38, а для трансформаторов 
с неисправностями и достигших предельного состояния – 0,51 [13]. Исходя из дан-
ных приведенных в таблице 1 видно, что изменение индекса фрактальности имеет 
прямую зависимость от срока, условий эксплуатации и накопленных внутренних по-
вреждений активной части СТ.

Результаты
Для визуализации данной зависимости построим гистограмму изменения индекса 

фрактальности от срока эксплуатации на участке от 0 до 60 лет (рис. 9).  

Рисунок 9. Гистограмма изменения индекса фрактальности
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Представленная гистограмма и полиноминальная аппроксимирующая распределения 
индекса фрактальности построена на основании данных 125 силовых трансформато-
ров марок ТМ, ТМЗ, ТМГ мощностью 400 кВА по объектам ООО «ЭККА», ЗАО «СГЭС». 
ПАО «Россети». 

Кривая распределения индекса фрактальности исследованного массива СТ получе-
на методом полиномиальной кубической интерполяции сплайном. 

                                                                                                                      (2)

Уравнение (2) представляет собой сплайн, где коэффициенты a, b, c, d – коэффи-
циенты полинома. Для определения математического закона изменения сплайна для 
каждого участка гистограммы разобьем его на соответствующие временные участки 
и произведем расчет коэффициентов a, b, c, d.

На каждом временном участке  функция сплайна S(t)  
представляет собой полином третьей степени Si(t) , для определения коэффициентов 
которого запишем Si(t) в виде:

                                                                                                                      (3)

тогда

                                                                                                                      (4)

В соответствии с условиями непрерывности производных функция Si(t) в пределах 
временного участка ti-1, ti периода эксплуатации СТ значение функции не изменится. 
Аналогично и для второй производной функции Si(t) скорость изменения значения 
функции на данном временном участке не изменится:

                                                                                                                       5)

где i меняется от 1 до N, а функция интерполяции Si(ti)  описывает изменение ин-
декса фрактальности ƒ(ti) в каждой точке ti, отсюда:

                                                                                                                      (6)

Для получения формулы вычисления коэффициентов сплайна временной участок 
эксплуатации СТ обозначим:

Отсюда получаем формулы для вычисления коэффициентов полиномиального ку-
бического сплайна:

                                                                                                                      (7)

                                                                                                                      (8)

                                                                                                                      (9)

                                                                                                                    (10)

причем  
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На основании полученных уравнений определим коэффициенты сплайнов, описы-
вающих изменение индекса фрактальности на временных участках представленных 
на рисунке 8.

ƒ(х) = 0,0004х2 - 0,0081х + 0,4001, [0;5] 
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0085х + 0,4023, [5;10]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0087х + 0,4011, [10;16]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0078х + 0,3851, [16;22]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0088х + 0,4073, [22;28]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0077х + 0,4092, [28;32]                             (11)
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0083х + 0,4008, [32;34]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0075х + 0,4071, [34;37]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0073х + 0,4005, [37;45]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0068х + 0,4001, [45;48]
ƒ(х) = - 0,0000х3 + 0,0004х2 - 0,0081х + 0,4102, [48;60]

Система уравнений (11) является фрактальной математической моделью срока 
эксплуатации силовых трансформаторов, описываемой функцией кубической ин-
терполяции (сплайн) распределения величины индекса фрактальности на участке 
от 0 до 60 лет срока эксплуатации группы из 125 исследованных новых силовых 
трансформаторов и с дефектами в активной части. В представленной группе силовых 
трансформаторов исследование показало, что количество СТ с дефектами составило 
37 (значение индекса фрактальности превысило 0,51 во всех случаях) со сроком 
эксплуатации более 37 лет, 12 из них – более 50 лет. Для оставшихся 88 трансфор-
маторов исследование показало отсутствие дефектов, 5 из которых не эксплуатиро-
вались, остальные 83 эксплуатировались менее 34 лет.

Обсуждение
Полученная математическая модель описывает изменение индекса фрактальности 

на временных участках независимо от его изменения в течение жизненного цикла СТ 
и позволяет производить диагностику состояния активной части СТ на любом сроке 
эксплуатации и в условиях низких температур путем применения статистического 
анализа [12]. Данная математическая модель не привязана к конкретным СТ, служит 
для принятия решения о дальнейшей эксплуатации СТ и мерам по устранению неис-
правностей, повышения энергоэффективности [14], также для выполнения меропри-
ятий превентивной диагностики, служащей для выявления неисправностей на этапе 
зарождения дефекта. Результаты данного исследования могут быть использованы 
предприятиями распределительных электрических сетей и другими эксплуатирую-
щими организациями.

Выводы
Созданная математическая модель отражает физические процессы в активной ча-

сти СТ и позволяет на основании данных исследований АЧХ силового трансформато-
ра сделать вывод о состоянии СТ на определенном сроке эксплуатации – наличии де-
фекта, необходимости проведения обслуживания или ремонта. Метод фрактального 
анализа применим в условиях эксплуатации СТ в умеренном климате, так и в экстре-
мальных условиях крайнего Севера и Арктики, а также показывает целесообразность 
применения при проведении подобного рода диагностики с помощью электрических 
методов неразрушающего контроля. Метод диагностики с применением фрактально-
го анализа может быть рекомендован к применению в аналогичных исследованиях в 
области электроэнергетики, таких как исследование режимов электрических сетей с 
использованием фрактального моделирования и т.д.

Математическая модель разработана на основе диагностических данных получен-
ных электрическими методами НК при использовании согласующего устройства для 
диагностики механического состояния обмоток силового трансформатора (патент на 
изобретение № 2792177 от 19.12.2022) [9].
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